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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû Èíòåðåñ ê ìàãíèòíûì
”
íèçêîðàçìåðíûì“ ñèñòå
ìàì, îñíîâíîå âçàèìîäåéñòâèå â êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ âíóòðè âûäåëåííûõ
ïëîñêîñòåé (äâóìåðíûå ñèñòåìû) èëè äàæå âäîëü íåêîòîðûõ ëèíèé (îäíîìåð
íûå ñèñòåìû) ñôîðìèðîâàëñÿ, â îñíîâíîì, ñ îòêðûòèåì ÿâëåíèÿ âûñêîòåìïå
ðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ôèçè÷å
ñêîé õèìèè ïîçâîëèëè ñîçäàòü áîëüøîå ÷èñëî ñîåäèíåíèé (â òîì ÷èñëå, îð
ãàíè÷åñêèõ), äåìîíñòðèðóþùèõ îäíî- è äâóìåðíîå óïîðÿäî÷åíèå â îáëàñòè
íèçêèõ òåìïåðàòóð. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîäîáíûõ âåùåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåê
òèâíûì íàïðàâëåíèåì ñîâðåìåííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé ôè
çèêè, ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äàííûõ
ñèñòåì áûëè ðàçðàáîòàíû ñàìûå ðàçëè÷íûå ìåòîäû. Ðàñ÷åò òåðìîäèíàìè÷å
ñêèõ ïàðàìåòðîâ óêàçàííûõ ñîåäèíåíèé ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñ
ëÿòü ñïåêòð ìîäåëüíûõ ðåøåòîê (ïóñòü äàæå â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè) èëè
õîòÿ áû óìåíèå òî÷íî íàéòè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ñïåêòð íèçêîëåæàùèõ âîç
áóæäåíèé íàä êîòîðûì ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì öåïíûõ äðîáåé [1].
Îáû÷íî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íèçêîðàçìåðíûõ ñïèíîâûõ
ñèñòåì ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëüíûå ãàìèëüòîíèàíû, ïðåæäå âñåãî, èçîòðîïíûé
ãàìèëüòîíèàí Ãåéçåíáåðãà. Ïîñêîëüêó àíàëèòè÷åñêîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ òàêèõ
ìîäåëüíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ î÷åíü çàòðóäíåíî, îñíîâíîå ðàçâèòèå â äàííîé îá
ëàñòè ïîëó÷àþò ïîëóàíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ìåòîäû òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè (ED), êâàíòîâûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (QMC)
è ðåíîðì-ãðóïïà ìàòðèöû ïëîòíîñòè (DMRG). Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðàç
ðàáîòàíî è ðåàëèçîâàíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òàêèõ àëãîðèòìîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîèìè ïðåèìóùåñòâàìè è íåäîñòàòêàìè. Òàê,
âåñüìà ïîïóëÿðíûé ìåòîä QMC ñòðàäàåò îò
”
ïðîáëåìû çíàêà“, çàòðóäíÿþ
ùåé åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ôðóñòðèðîâàííûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì. Ìåòîä DMRG,
èçíà÷àëüíî ñôîðìóëèðîâàííûé äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿåò
ðàññ÷èòàòü îñíîâíîå è íèçêîëåæàùèå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñðàâ
íèòåëüíî áîëüøîãî ðàçìåðà íà áàçèñå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè è äåëàåò
ýòî ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ, îäíàêî, îí íå èìååò îáùåïðèíÿòîãî îáîáùå
íèÿ íà ñëó÷àé äâóìåðíûõ ñèñòåì. Ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ïîçâîëÿåò
èçó÷àòü ñâîéñòâà ôðóñòðèðîâàííûõ ñèñòåì íà êëàñòåðå êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ,
íî ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ðàçìåðíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåí
íî çàòðóäíÿåò åãî èñïîëüçîâàíèå â ñëó÷àå ñêîëüêî-íèáóäü áîëüøèõ ðåøåòîê.
Íàêîíåö, âñå ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû îáëàäàþò îáùèì íåäîñòàòêîì: îíè ïðàê
òè÷åñêè íå ó÷èòûâàþò ñèììåòðèè, ïðèñóùèå ãàìèëüòîíèàíó, îãðàíè÷èâàÿñü â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðîñòîé XY-ñèììåòðèåé. Îäíàêî, ó÷åò äðóãèõ ñèììåò
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ðèé ïîçâîëèë áû íå òîëüêî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è,
÷òî îñîáåííî âàæíî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè
(òàê, ïî ìíåíèþ íåêîòîðûõ èññëåäîâàòåëåé [2], âîçìîæíîñòü ó÷åòà ñïèíîâîé
SU(2)-ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íîé äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ äâóìåðíûõ
ñïèíîâûõ ñèñòåì), íî è ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé
íà
”
åñòåñòâåííîì“ ÿçûêå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï ñèììåòðèè è
ïîñòðîèòü íà åå îñíîâå êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íèçêîðàç
ìåðíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì.
Îäíîé èç ãëàâíûõ òðóäíîñòåé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïûòàþùèõñÿ îïèñàòü
áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ïóòåì ðàñ÷åòà íà êîíå÷íîì êëàñòåðå, ÿâëÿåòñÿ äàæå
íå ó÷åò ìíîãî÷àñòè÷íûõ ýôôåêòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà, à ìèíèìèçàöèÿ ãðà
íè÷íûõ è êîíå÷íîìåðíûõ ýôôåêòîâ. ×òîáû èçáåæàòü èõ, çà÷àñòóþ íàêëà
äûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îäíàêî, è â ýòîì ñëó÷àå íàè
áîëüøàÿ äëèíà ìîäåëè äîñòàòî÷íî ìàëà (ïîëîâèíà äèàìåòðà êëàñòåðà). Â
ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî â äàííîé äèññåðòàöèè ìåòîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ àëü
òåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå
èç êëàñòåðíûõ âû÷èñëåíèé.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àëãîðèòìû äèàãîíàëèçàöèè áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ
ìàòðèö (íàïðèìåð, ìåòîä Ëàíöîøà), èñïîëüçóåìûå â ìåòîäàõ DMRG è òî÷íîé
äèàãîíàëèçàöèè, äàþò äîñòóï ê íàèíèçøèì è íàèâûñøèì ñîáñòâåííûì çíà
÷åíèÿ ìîäåëüíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ò.å. ê êðàÿì ñïåêòðà. Ïîýòîìó ïðîáëåìà
ñîçäàíèÿ àëãîðèòìà, îáåñïå÷èâàþùåãî äîñòóï ê ïîëíîìó ñïåêòðó ìîäåëüíîé
ñèñòåìû, îñòàåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.
Îáîáùåíèå ìåòîäà ìàòðè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøåãî
ñåáÿ äëÿ êâàíòîâûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê, ïîðîäèëî ðÿä âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóìåðíûõ ñïèíîâûõ
ãàìèëüòîíèàíîâ. Óïîìÿíåì â ýòîé ñâÿçè ìîäåëè âåðøèííûõ ñîñòîÿíèé [3],
âàðèàöèîííûé ìåòîä òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé [4] è àíçàö òåíçîðíûõ ïðîèçâå
äåíèé [5]. Ïðîáíûå ñîñòîÿíèÿ â ýòèõ ïîäõîäàõ ïðåäñòàâëåíû ïðîèçâåäåíèÿìè
ëîêàëüíûõ âåñîâ íà äâóìåðíîé ðåøåòêå, ÷òî íàêëàäûâàåò æåñòêèå ñâÿçè íà
òîïîëîãèþ è âåëè÷èíó ñïèíà, ïîýòîìó ïðîáëåìà ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ, â êîòîðûõ
îòñóòñòâóþò ïîäîáíûå êîððåëÿöèè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.
Îòêðûòîé ïðîáëåìîé àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå RSRG, ÿâëÿåòñÿ
âûáîð îïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû ñîêðàùåíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Èñ
ïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë ãàìèëüòîíèàíà äàåò âîçìîæ
íîñòü ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè è ýòîãî ýòàïà. Êàê ïîêàçàíî â äèññåðòàöèè,
èñïîëüçîâàíèå ïîëíîãî ñïèíà S è èíäåêñà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Γ
êà÷åñòâåííî âèçóàëèçèðóåò ïðîöåäóðó ïðîðåæèâàíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí
ñòâà ìîäåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà.
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Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåò
ñÿ ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, ó÷èòûâàþùåãî ñïèíîâóþ
SU(2) è òî÷å÷íóþ ñèììåòðèþ ðåøåòêè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áóäåò ïðèìå
íåí äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóìåðíûõ ñïèñíîâûõ ñèñòåì
s = 1
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íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå, à òàêæå S = 1 íà ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû Â íàñòîÿùåé ðàáîòå:
1. Ñôîðìóëèðîâàí äâóõïðîõîäíûé, ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä òî÷íîé äèà
ãîíàëèçàöèè, ïîçâîëÿþùèé êîððåêòíî ó÷åñòü SU(2) è òî÷å÷íóþ ãðóïïó
ñèììåòðèè èññëåäóåìîãî äâóìåðíîãî ãàìèëüòîíèàíà èçîòðîïíîé ìîäåëè
Ãåéçåíáåðãà ïðîèçâîëüíîãî ñïèíà S;
2. Ïðåäëîæåíà è îïðîáîâàíà ïðîöåäóðà óñå÷åíèÿ áàçèñà ïðè óêðóïíåíèè
êëàñòåðà, ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü ñôîðìóëèðîâàííûé ìåòîä äàæå â
ñëó÷àå áîëüøèõ ñèñòåì;
3. Ðàçðàáîòàí íîâûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íàáëþäàåìûõ, àïðîêñèìèðóþùèé
äàííûå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñêåéëèíã-àíà
ëèçà ïðè îáðàáîòêå çíà÷åíèé, âû÷èñëåííûõ íà êîíå÷íîì êëàñòåðå;
4. Ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äâóìåðíîãî àíòèôåððîìàãíåòèêà (â
èçîòðîïíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé)
ïðèíàäëåæèò ñåêòîðó ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåìó
òîæäåñòâåííîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèì
ìåòðèè ðåøåòêè (A1);
5. Èçó÷åíû ñâîéñòâà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû S = 1 íà ãåêñàãîíàëü
íîé ðåøåòêå â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé (nn) è ñîñåäåé, ñëåäóþ
ùèõ çà áëèæàéøèìè (nnn). Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå nn-âçàèìîäåéñòâèÿ
èìååò ìåñòî êà÷åñòâåííûé ïåðåõîä îò îäíî- ê äâóìåðíîìó óïîðÿäî÷å
íèþ, êîòîðûé ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè òî÷êè J2/J1 ≈ 0.33, ãäå J1
 èíòåãðàë îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âíóòðè öåïî÷åê, à J2  ìåæäó
öåïî÷êàìè. Âû÷èñëåíèÿ, ñäåëàííûå â nnn-ïðèáëèæåíèè, ïîçâîëÿþò ïî
ñòðîèòü êàðòèíó ñïèíîâîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â ñèñòåìå ñ ôðóñòðàöèåé è
ñäåëàòü âûâîä îá îòñóòñòâèè ñêàëÿðíîãî êèðàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ.
Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé â íà
ñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííî
íîâóþ èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèÿõ íèçêîðàçìåðíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì è äîïîë
íèòåëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà. Ïåðå÷èñëèì ïðåèìóùåñòâà ïðåäëîæåííîãî ïîä
õîäà: â îòëè÷èå îò QMC, ìåòîä ãîäèòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì ñïèíà s > 1
2
, íå
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íàêëàäûâàåò æåñòêèõ ñâÿçåé íà òîïîëîãèþ ðåøåòêè è âåëè÷èíó ñïèíà, ïðèñó
ùóþ ðÿäó âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ è, ïî ñðàâíåíèþ ñ DMRG, îáåñïå÷èâàåò äî
ñòóï êî âñåì ñîñòîÿíèÿì ñïåêòðà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåáîðà ñåêòîðîâ
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ ãàìèëüòî
íèàíà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êëàññèôèêàöèþ åãî ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ïðè
ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë è, íàïðèìåð, ñôîðìóëèðîâàòü íà
åå îñíîâå ðàçëè÷íûå ïðàâèëà îòáîðà.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ñèñòåìû S = 1, íå ïðåòåíäóþò íà âûñîêóþ
òî÷íîñòü, îäíàêî ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûìè. Â îòëè÷èè îò ñèñòåìû s = 1
2
íà
êâàäðàòíîé ðåøåòêå, äàííàÿ ìîäåëü ãîðàçäî ìåíåå èññëåäîâàíà. Ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ðåàëüíî ñóùåñòâó
þùåãî ñîåäèíåíèÿ, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åå èññëåäîâàíèå ïðèáëèçèò íàñ ê
îáúÿñíåíèþ ïðèñóùèõ åìó ñâîéñòâ [6].
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, òðåõ
ïðèëîæåíèé è íàñ÷èòûâàåò 177 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 20 ðèñóíêîâ è 86 áèáëèî
ãðàôè÷åñêèõ ññûëîê.
Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð
ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïîêàçàíà
ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûå
íà çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.
Â ïåðâîé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ èçó
÷åíèÿ ìîäåëüíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ äâóìåðíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì: ED, QMC,
DMRG è ñîâðåìåííûå âàðèàíòû ðåíîðì-ãðóïïû â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
(RSRG). Çäåñü òàêæå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ îïè
ñàíèÿ óñòðîéñòâà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íèçêîðàçìåðíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì.
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ôîðìàëèçì îðèãèíàëüíîãî
äâóõïðîõîäíîãî ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, ó÷èòûâàþùåãî SU(2) è òî
÷å÷íóþ ñèììåòðèþ èçîòðîïíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ãåéçåíáåðãà äëÿ äâóìåðíîãî
àíòèôåððîìàãåíòèêà ïðîèçâîëüíîãî ñïèíà S0. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, îáñóæäàåò
ñÿ âîïðîñ âûáîðà êîíå÷íîãî êëàñòåðà, êîòîðûé ðàçáèâàåòñÿ íà äâå íåðàâíûå
÷àñòè: öåíòðàëüíûé ñïèí è îêðóæåíèå. Ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíôèãó
ðàöèþ êëàñòåðà ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé åãî óçåë,
ïî âîçìîæíîñòè, èìåë òàêîå æå ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, êàê è â áåñêîíå÷
íîé ðåøåòêå, èíûìè ñëîâàìè, óêðóïíåíèå êëàñòåðà äî äîñòèæåíèÿ èì íåîá
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õîäèìîãî ðàçìåðà äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ ïî êîîðäèíàöèîííûì ñôåðàì. Ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ðàâåíñòâîì ÷èñëà óçëîâ â êàæäîé èç ìàãíèòíûõ
ïîäðåøåòîê  â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ íàáëþäàåìûõ áóäåò
íåâûñîêîé.
Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îêðóæåíèÿ öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé òî÷å÷
íîé ñèììåòðèè ðåøåòêè è âûáðàííûì ñïîñîáîì óêðóïíåíèÿ è, òàêèì îáðàçîì,
âûïàäàåò èç îïèñàíèÿ îáùåãî ôîðìàëèçìà. Ê íåé, òåì íå ìåíåå, ïðåäúÿâ
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ: áàçèñ îêðóæåíèÿ äîëæåí áûòü ïðåäñòàâëåí
ôóíêöèÿìè, îòâå÷àþùèìè îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ ïîëíîãî ñïèíà è íåïðèâî
äèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè ðåøåòêè; ïðåäïîëàãàåò
ñÿ, ÷òî íà âûõîäå äàííîé ïðîöåäóðû áóäóò âû÷èñëåíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ãàìèëüòîíèàíà îêðóæåíèÿ è èõ ýíåðãèè. Ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà
÷è äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíî â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Ïðîöåäóðà
ïîñòðîåíèÿ è äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà îêðóæåíèÿ ñîñòàâëÿåò ïåðâûé
ýòàï ïðåäëàãàåìîãî äâóõïðîõîäíîãî ìåòîäà ED. Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðè
âàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå öåíòðàëüíîãî ñïèíà è îêðóæåíèÿ, èãðàþùåãî òåïåðü
ðîëü áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, è ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå òðåáóåìûõ íàáëþäàå
ìûõ êàê êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõ äëÿ öåíòðàëüíîãî óçëà, íàéäåííûõ
íà ôóíêöèÿõ êëàñòåðà.
Â òðåòüåé ãëàâå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îêðóæå
íèÿ äëÿ êëàñòåðà 3 × 3 íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñïèíà s = 1
2
â èçîòðîïíîé
ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Íåáîëüøîé ðàçìåð
ýòîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè âñå âû÷èñëåíèÿ àíàëèòè÷åñêè, íå èñïîëü
çóÿ ñëîæíûå êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò áîëåå ãëóáîêîìó
ïîíèìàíèþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.
Îêðóæåíèå êëàñòåðà 3× 3 (ñì. ðèñ 1) ñîäåðæèò 8 ñïèíîâ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû, âçàèìîäåéñòâèå âíóòðè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò:
{Sa, Sb, Sc, Sd} è {Sα, Sβ, Sγ, Sη}. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ìåòîäîëîãèåé, äëÿ
êàæäîé èç íèõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü áàçèñ ïîëíîãî ñïèíà îêðóæåíèÿ, äî
ïîëíèòåëüíî ðàçáèòûé ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì òî÷å÷íîé ãðóïïû
D4. Äèàãîíàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà îêðóæåíèÿ Hˆu ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà
îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî ñåêòîðà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà SuΓu. Â äàííîì
ñëó÷àå ýòîò ôàêò íå èãðàåò îñîáî ðîëè, íî â áîëüøèõ ñèñòåìàõ äèàãîíàëèçà
öèÿ ãàìèëüòîíèàíà îêðóæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêîé è âîçìîæíîñòü
îãðàíè÷èòüñÿ íåêîòîðûì ïîäïðîñòðàíñòâîì çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò âû÷èñ
ëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è (óìåíüøàåò ðàçìåð ìàòðèöû). Ñîãëàñíî
òåîðåìå Ëèáà-Ìàòòèñà [7], îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîãî êëàñòåðà
äîëæíî èìåòü ñïèí s = 1
2
, êðîìå òîãî, ïðÿìîé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî
îòâå÷àåò òîæäåñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè A1, à
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Ðèñ. 1. Êëàñòåðû, èññëåäóåìûå â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû: ñèñòåìà 3 × 3  α1,
β1, γ1, η1 è a, b, c, d; ñèñòåìà
√
13×√13 îòëè÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì óçëîâ α2, β2, γ2, η2; äëÿ
ñèñòåìû 5× 5 íåîáõîäèìî äîáàâèòü
”
óãîëêè“, ñîåäèíåííûå âîëíèñòîé ëèíèåé.
çíà÷èò âïîñëåäñòâèè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìû ìîæåì îãðà
íè÷èòüñÿ äâóìÿ ñåêòîðàìè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà îêðóæåíèÿ: 0A1 è 1A1.
Ïîñëå èõ äèàãîíàëèçàöèè ïåðâûé ýòàï ïðåäëîæåííîãî äâóõïðîõîäíîãî ìåòî
äà ED ìîæíî ñ÷èòàòü çàâåðøåííûì.
Èñïîëüçóÿ îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ íàáëþäàåìûõ, ïîëó÷åííûå â ãëàâå
îäèí, ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè ε è íàìàãíè÷åí
íîñòè (staggered magnetization) Mc. Äëÿ êëàñòåðà 3 × 3 îíè ñîñòàâëÿþò
ε = −0.3442J , ãäå J  îáìåííûé èíòåãðàë è Mc = 0.299, ñîîòâåòñòâåííî.
Êâàíòîâûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äàåò äëÿ ýòèõ íàáëþäàåìûõ ñëåäóþùèå çíà
÷åíèÿ: ε¯ = −0.3347J è M¯c = 0.3070 [8]. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êîíñòàòèðî
âàòü êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ îáùåïðèíÿòûìè è
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:
• Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îêðóæåíèÿ è ïîëíîãî êëàñòåðà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî
òîæäåñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ A1 ãðóïïû D4.
• Äîìèíèðóþùèé âêëàä â ôóíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðà äàþò
íèæíèå ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ îêðóæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðèè
|βg
1 0A1
|2 + |βg
1 1A1
|2 ≈ 0.989
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• Ïðåäëàãàåìûé íàìè ñïîñîá ðàñ÷åòà ýíåðãèè íà ñâÿçü ïîçâîëÿåò çàìåòíî
óëó÷øèòü òî÷íîñòü ïðè íåèçìåííûõ ðàçìåðàõ êëàñòåðà. Ñðåäíåå çíà÷å
íèå ýíåðãèè íà ñâÿçü, âû÷èñëåííîå òðèâèàëüíûì ñïîñîáîì, ñîñòàâëÿåò
Eg/12 = −0.396J , ÷òî ñóùåñòâåííî õóæå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòìè QMC.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàñòåð áîëüøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ðàçìåðîâ: ðîìá ñî ñòîðîíîé 3 (ñì. ðèñ 1), âêëþ÷àþùèé 13 óçëîâ (12 óçëîâ
îêðóæåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî áåñêîíå÷íóþ ðåøåòêó, ïëþñ öåíòðàëüíûé ñïèí)
 ò.í.
”
ñèñòåìà
√
13× √13“. Îêðóæåíèå ýòîãî êëàñòåðà îõâàòûâàåò â òî÷íî
ñòè äâå êîîðäèíàöèîííûõ ñôåðû è â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè
ñîâåðøåííûì, íî ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ áèïàðòèòíûì, ò.å. èìååò ðàçíîå ÷èñëî
óçëîâ â êàæäîé èç ìàãíèòíûõ ïîäðåøåòîê. Ïîñêîëüêó äàííûé êëàñòåð êðóï
íåå ðàññìîòðåííîãî â òðåòüåé ãëàâå, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âû÷èñëåííûå äëÿ
íåãî íàáëþäàåìûå áóäóò ëó÷øå ñîîòâåòñòâîâàòü îáùåïðèíÿòûì ðåçóëüòàòàì,
ïîëó÷åííûì ìåòîäàìè QMC è DMRG. Íèæå ïðîâåðÿåòñÿ ýòî ïðåäïîëîæåíèå.
Îêðóæåíèå äàííîãî êëàñòåðà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñïîñîáîì, àíàëîãè÷
íûì ïðåäñòàâëåííîìó â òðåòüåé ãëàâå. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî âìåñòî ÷åòâåðêè ñïèíîâ {Sα, Sβ, Sγ, Sη} íàì òåïåðü ïðèäåòñÿ èìåòü
äåëî ñ ÷åòûðüìÿ ïîäêëàñòåðàìè {Sα1, Sα2}, {Sβ1, Sβ2}, {Sγ1, Sγ2} è {Sη1, Sη2},
áàçèñ ïîëíîãî ñïèíà êîòîðûõ íàñ÷èòûâàåò 70 âåêòîðîâ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà îêðóæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òå æå íåïðè
âîäèìûå äâîéíûå òåíçîðíûå îïåðàòîðû, ÷òî è äëÿ ñèñòåìû 3 × 3, îäíàêî,
ïðèâåäåííûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâW 1γqν íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëü
íî ïåðåñ÷èòàòü íà áàçèñå ïîäêëàñòåðà, ò.å. ïàðû ñïèíîâ. Ýòî èëëþñòðèðóåò
åùå îäíó çàìå÷àòåëüíóþ îñîáåííîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà  âîçìîæíîñòü
ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ãîòîâûõ ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ íà áîëåå ðàííåé èòå
ðàöèè, ïðè ïîñòåïåííîì óâåëè÷åíèè îêðóæåíèÿ äî íåîáõîäèìûõ ðàçìåðîâ.
Îòìåòèì, âïðî÷åì, ÷òî ýòà âîçìîæíîñòü íå èñêëþ÷àåò âûïîëíåíèå âñïîìîãà
òåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé  êàæäîå îêðóæåíèå èìååò ñâîþ ñïåöè
ôèêó, ïîýòîìó åãî ïîñòðîåíèå òðóäíî àëãîðèòìèçèðîâàòü.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ñèñòåìû
√
13 × √13, âåñüìà ïîó÷èòåëüíû.
Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äàííîãî êëàñòåðà (Eg = −5.779J) ïðèíàäëåæèò ïîäïðî
ñòðàíñòâó
5
2
A1 (ðàçìåðíîñòü 63). Ïîëó÷åííîå äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ çíà÷åíèå
ýíåðãèè ñâÿçè ñîñòàâëÿåò ε = −0.30925J , ò.å. ñèëüíî ðàñõîäèòñÿ ñ ðåçóëüòà
òîì QMC. Áîëåå íèçêîå çíà÷åíèÿ äëÿ ýíåðãèè ñâÿçè ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ñåêòîðà
3
2
A1 (åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà 79): ε = −0.3229J . Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñâÿçè ïîëó÷àåòñÿ íå èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
êëàñòåðà, íàáëþäàëàñü è â ðàñ÷åòàõ îäíîìåðíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê, âûïîë
íåííûõ ìåòîäîì DMRG [9].
9
Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè äèàãîíàëèçàöèè êëàñòåðà√
13 × √13, ïîäòâåðæäàþò êà÷åñòâåííûå âûâîäû, ñäåëàííûå ðàíåå ïðè àíà
ëèçå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàäðàòà 3 × 3: îñíîâíîå ñîñòîÿíèå è îêðóæåíèÿ,
è ïîëíîãî êëàñòåðà âíîâü èìååò ñèììåòðèþ A1; èç 63 áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé
âêëàä òðåõ íèæíèõ ïî ýíåðãèè óðîâíåé 2A1 è íèæíåãî óðîâíÿ ñèììåòðèè
3A1 îêðóæåíèÿ â ñóììó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïîëíî
ãî êëàñòåðà ñîñòàâëÿåò 0.993.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ÷åòâåðòîé ãëàâå, ïîäñêàçûâàþò ñëåäóþùèé âû
âîä: áèïàðòèòíîñòü îêàçûâàåò áîëüøåå âëèÿíèå íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ íà
áëþäàåìûõ, ÷åì òîïîëîãè÷åñêîå ñîâåðøåíñòâî êëàñòåðà (ìàêñèìàëüíîå ñîõðà
íåíèå íåîáõîäèìîãî ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé). Ýòî è íåóäèâèòåëüíî, ò.ê. áåñ
êîíå÷íàÿ ðåøåòêà, êîòîðóþ ìîäåëèðóåò îêðóæåíèå, åñòåñòâåííî, áèïàðòèòíà.
Îäíàêî, äëÿ ïðîâåðêè äàííîé ãèïîòåçû ñëåäóåò òàêæå ðàññìîòðåòü òîïîëîãè
÷åñêè íåñîâåðøåííûé, íî áèïàðòèòíûé êëàñòåð. Ýòî è áóäåò ñäåëàíî â ãëàâå
5.
Â ïÿòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ êëàñòåð, ñîäåðæàùèé 17 óçëîâ (ñì. ðèñ. 2) 
”
ñèñòåìà
√
17×√17“. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, îí ñîçíàòåëüíî âûáèðàåòñÿ
íåñîâåðøåííûì (ïîëîâèíà óçëîâ îêðóæåíèÿ èìååò äâóõ èëè ìåíåå ñîñåäåé,
âìåñòî ïîëîæåííûõ ÷åòûðåõ), íî ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ áèïàðòèòíûì.
Ðèñ. 2. Ñèñòåìà
√
17×√17.
Äðóãîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñèñòåìû
√
17×√17 ÿâëÿåòñÿ ñðàâíè
òåëüíî áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü áàçèñà, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ  633. Ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó òî÷íî, à ñ
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äðóãîé  îöåíèòü ýôôåêòû, âíîñèìûå ñîêðàùåíèåì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí
ñòâà ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà óñå÷åííîì áàçèñå, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñêî
ðîñòü ñõîäèìîñòè íàáëþäàåìûõ ê ñâîåìó òî÷íîìó çíà÷åíèþ.
Ðàçìåðíîñòü ñåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðà, ðàâíÿåòñÿ 194 äëÿ
(0A1) è 439 äëÿ (1A1). Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êëàñòåðà,
îòâå÷àþùåå ñèììåòðèè
1
2
A1 ñîäåðæèò 633 áàçèñíûõ âåêòîðà, êàê è áûëî óêà
çàíî âûøå. Ïîïðîáóåì ðåàëèçîâàòü äëÿ íåãî ïðîöåäóðó óñå÷åíèÿ áàçèñà, à
èìåííî: îòáåðåì èç ñåêòîðîâ 0A1 è 1A1 íåêîòîðîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî
âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè. Ýòà ïðîöåäóðà íàïî
ìèíàåò ñòàíäàðòíûé øàã ìåòîäà RSRG, êîòîðûé, êàê áûëî ïîêàçàíî [2, 9],
íå ïîäõîäèò äëÿ íèçêîðàçìåðíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì, íî èìååò îäíî âàæíîå
îòëè÷èå: îòáîð ïðîèçâîäèòñÿ íå èç íåêîòîðîãî íåêëàññèôèöèðîâàííîãî áàçè
ñà, à òîëüêî ñðåäè òåõ âåêòîðîâ, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ñîñòàâëÿþò áàçèñ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðà. Â ñòàíäàðòíîì RSRG-ïîäõîäå åäèíñòâåííûì
êðèòåðèåì îòáîðà ñëóæèò ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ, ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè, ïðîñòî íå ìîãóò âõîäèòü â áàçèñ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðà ïî ñâîèì ñèììåòðèéíûì ñâîéñòâàì (íàïðèìåð,
îíè íå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òîæäåñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ òî÷å÷íîé ãðóïïû).
Âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì ñïîñîáå óñå÷åíèÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû, ò.å. íàèáî
ëåå âûãîäíîì ñîîòíîøåíèèm1/m2, ãäåm1  êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ, îòîáðàííûõ
èç ñåêòîðà 0A1, à m2  êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ, îòîáðàííûõ èç ñåêòîðà m2, ïðåä
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäìåò ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, ïîýòîìó â äàííîé
ãëàâå ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøåé (è, âîçìîæíî, íå ñàìîé óäà÷íîé) ñõåìîé:
m1 = m2.
Ñðàâíèòåëüíî áîëüøîé ðàçìåð êëàñòåðà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü íå òîëüêî
òðàäèöèîííûå íàáëþäàåìûå: ýíåðãèþ ñâÿçè ε è íàìàãíè÷åííîñòü Mc, íî è
ñïèí-ñïèíîâûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
〈(
~S0, ~Sn
)〉
, ãäå n  íîìåð êîîðäè
íàöèîííîé ñôåðû. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ íàáëþäàåìûõ, âû÷èñëåííûõ â îñíîâ
íîì ñîñòîÿíèè êëàñòåðà
√
17×√17 ñîñòàâëÿþò:
• Ýíåðãèÿ ñâÿçè ε = −0.3304J
• Íàìàãíè÷åííîñòü Mc =
√
3S2z = 0.305
• Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè: 〈Sz
0
Szr=1〉 = −0.1101,
〈
Sz
0
Sz
r=
√
2
〉
= 0.0743
Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè è íàìàãíè÷åííîñòè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðå
çóëüòàòàìè QMC: ε = −0.3347J , m = 0.3070. Çíà÷åíèÿ ñïèíîâûõ êîððå
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Ðèñ. 3. Ñõîäèìîñòü íàáëþäàåìûõ â ñèñòåìå
√
17×√17 êàê ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè áàçèñà
M
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ëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ñ ýêñòðà
ïîëÿöèåé íà áåñêîíå÷íóþ ðåøåòêó [10], ñîñòàâëÿþò: 〈Sz
0
Szr=1〉 = −0.1116,〈
Sz0S
z
r=
√
2
〉
= 0.0637. Êàê ìîæíî âèäåòü, êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ, âû÷èñëåííûõ
ïðåäëîæåííûì íàìè ìåòîäîì, óõóäøàåòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ
r. Ýòî, âïðî÷åì, íå ÿâëÿåòñÿ åãî âíóòðåííèì íåäîñòàòêîì è îáúÿñíÿåòñÿ, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, òîïîëîãè÷åñêèì íåñîâåðøåíñòâîì ñèñòåìû
√
17×√17.
Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 3, íàáëþäàåìûå äåìîíñòðèðóþò î÷åíü áûñò
ðóþ ñõîäèìîñòü ê ñâîåìó òî÷íîìó çíà÷åíèþ. Ñîõðàíÿÿ âñåãî 100 ñîñòîÿíèé
èç êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ε è m ñ îòíîñèòåëüíî
ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 0.01%, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé ýô
ôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîé ñõåìû óñå÷åíèÿ.
Â øåñòîé ãëàâå ðàññìîòðåíèå èçîòðîïíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ñïèíà
s = 1
2
íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå çàâåðøàåòñÿ èçó÷åíèåì êëàñòåðà, âûáðàííî
ãî â âèäå êâàäðàòà 5× 5 (ñì. ðèñ. 1). Åãî îêðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèïàðòèòíûì,
êðîìå òîãî, ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ðåøåòêè âåñüìà âåëèêè, òàê ÷òî ìîæ
íî îæèäàòü, ÷òî âû÷èñëåííûå íàáëþäàåìûå îêàçûâàþòñÿ âåñüìà òî÷íûìè.
Îäíàêî, ïðîöåäóðà óñå÷åíèÿ áàçèñà, âïåðâûå îïèñàííàÿ â ãëàâå 5, çäåñü óæå
ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíîé, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà
1
2
A1 ñîñòàâ
ëÿåò 93034.
Âûáîð ñõåìû óñå÷åíèÿ áàçèñà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ îêðóæåíèÿ. Åãî ìîæíî âûïîëíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:
1. Íà÷àòü ñ îêðóæåíèÿ ñèñòåìû
√
13 ×√13 è ïðîèçâåñòè íàðàùèâàíèå â
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äâà ýòàïà: âíà÷àëå äîáàâèòü ïàðû η4, α3, α4, β3, β4, γ3 è γ4, η3, à çàòåì
 óçëû a2, b2, c2 è d2. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü áàçèñà äîáàâëÿåìîé ÷àñòè
êàæäûé ðàç áóäåò äîñòàòî÷íî ìàëà (54 äëÿ ïàð è 5  äëÿ îäèíî÷íûõ
ñïèíîâ), òàê ÷òî ìîæíî áóäåò îáîéòèñü áåç åå óñå÷åíèÿ. Çàòî íà êàæäîì
ýòàïå ïîòðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè çàòðàòíóþ ïî âðåìåíè îïåðàöèþ ïåðåñ÷å
òà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ íà ïîëíîì íàáîðå
”
íîâûõ“ ñîñòîÿíèé;
2. Íà÷èíàòü ñ îêðóæåíèÿ ñèñòåìû
√
13 × √13 è äîáàâèòü ê íåìó
”
òðîé
êè“ η4, a2, α3, α4, b2, β3, β4, c2, γ3 è γ4, d2, η3. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà
ïåðåñ÷åòà áóäåò òîëüêî îäíà, çàòî áàçèñ äîáàâëÿåìîé ÷àñòè áóäåò ñî
äåðæàòü 698 âåêòîðîâ, òàê ÷òî óñå÷åíèþ ïðèäåòñÿ ïîäâåðãàòü è áàçèñ
”
îñòîâà“ (îêðóæåíèå ñèñòåìû
√
13 ×√13), è áàçèñ äîáàâëÿåìîé ÷àñòè
(
”
òðîéêè“).
Ïåðâàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü óñëîâíî íàçâàíà:
”
ïîëíûé áàçèñ äîáàâëÿåìîé
÷àñòè ïëþñ óñå÷åííûé áàçèñ îñòîâà“, è èìåííî îíà áûëà èñïîëüçîâàíà â ãëàâå
5 äëÿ êëàñòåðà
√
17 × √17. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ãëàâå áóäåò ðàçóìíî
ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà âòîðîé ñõåìå.
”
Òðîéêè“ ñïèíîâ íå èñïîëüçîâàëèñü íàìè ðàíåå, ïîýòîìó ïðîöåäóðó ïî
ñòðîåíèÿ îêðóæåíèÿ ñëåäóåò íà÷àòü ñ ïîñòðîåíèÿ èõ áàçèñà, îòâå÷àþùåãî
ïîëíîìó ñïèíó è íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåò
ðèè. Ïðè âûáðàííîì íàìè ñïîñîáå óêðóïíåíèÿ äîáàâëÿåìàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâ
ëÿåò ñîáîé ÷åòûðå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
”
òðîéêè“. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, åå äèà
ãîíàëèçàöèþ ïðîèçâîäèòü íå òðåáóåòñÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëíîãî ñïèíà
äîáàâëÿåìîé ÷àñòè ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ìîìåí
òîâ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðà 5 × 5, èìåþùåãî ñèììåò
ðèþ
1
2
A1 íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü è äèàãîíàëèçîâàòü, ïóñòü äàæå íà íåêîòîðîì
óñå÷åííîì áàçèñå, ãàìèëüòîíèàíû îêðóæåíèÿ, îòâå÷àþùèå ñîñòîÿíèÿì 0A1 è
1A1. Ðàçìåðíîñòü áàçèñà ñîñòîÿíèÿ 0A1 ñîñòàâëÿåò 26164, 1A1  66870. Ñëåäó
åò îòìåòèòü, ÷òî íà ñîâðåìåííîì óðîâíå ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè
ìàòðèöû òàêèõ ðàçìåðîâ, â ïðèíöèïå, ìîãóò áûòü äèàãîíàëèçîâàíû òî÷íî.
Îäíàêî, öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñòàâèëîñü èññëåäîâàòü ýôôåêòèâíîñòü ðàç
ëè÷íûõ ñïîñîáîâ óñå÷åíèÿ áàçèñà; êðîìå òîãî, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè íå áûëî
âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, ñïîñîáíûõ ðàáîòàòü ñî ñòîëü áîëüøèìè ìàòðèöàìè.
Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìû íå ïðîèçâîäèëè ïîëíóþ äèàãîíàëèçàöèþ, à îãðàíè÷èëèñü
âû÷èñëåíèÿìè íà áàçèñàõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâûøàþùåé 9000. Óñå
÷åíèå ïðîèçâîäèëîñü â äâà ïðèåìà:
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Òàáëèöà 1. Ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðà 5×5 è åãî îêðóæåíèé ñèììåòðèè 0A1
è 1A1 äëÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì óñå÷åíèÿ
T N1 (0A1) E (0A1) /36 J N1 (1A1) E (1A1) /36 J N2 E0/J ε/J
1 1240 −0.3777 1276 −0.3623 800 −14.4384 −0.2960
1 1240 −0.3777 1276 −0.3623 2516 −14.4387 −0.2961
1 5690 −0.3803 6249 −0.3663 800 −14.6217 −0.3144
1 5690 −0.3803 6249 −0.3663 2000 −14.6220 −0.3146
2 8090 −0.3808 8169 −0.3681 800 −14.6775 −0.3215
3 8000 −0.3808 8000 −0.3680 800 −14.6737 −0.3211
3 8000 −0.3808 8000 −0.3680 2000 −14.6738 −0.3212
4 6844 −0.3799 7398 −0.3642 800 −14.4889 −0.2908
• Íà ïåðâîì ýòàïå óñåêàëñÿ áàçèñ êàæäîãî èç îêðóæåíèé, ó÷àñòâóþùèõ â
ôîðìèðîâàíèè ñîñòîÿíèÿ
1
2
A1 êëàñòåðà (ò.å. 0A1 è 1A1). Ñïîñîá îòáîðà
âåêòîðîâ âàðüèðîâàëñÿ è áóäåò ïîäðîáíî îïèñàí íèæå;
• Âòîðè÷íîå óñå÷åíèå ïðîèçâîäèëîñü ïðè ïîñòðîåíèè êëàñòåðà, ïðè ýòîì
èç áàçèñà êàæäîãî îêðóæåíèÿ îòáèðàëîñü ïî m2 âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ
íàèìåíüøåé ýíåðãèè, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ãëàâå 5.
Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü èçáåæàòü âòîðè÷
íîãî óñå÷åíèÿ, îãðàíè÷èâøèñü íà ïåðâîì ýòàïå ìàòðèöàìè òàêèõ ðàçìåðíî
ñòåé, ÷òî èõ ñóììà íå ïðåâûøàåò âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè,
íàõîäÿùåéñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëÿ. Îäíàêî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî íà áàçèñå ñòîëü íåáîëüøîãî ðàçìåðà îêðóæåíèå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ñ
ìåíüøåé òî÷íîñòüþ, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõñòóïåí÷àòîãî óñå÷åíèÿ, êî
ãäà íà êàæäîì èç ýòàïîâ çàäåéñòâóþòñÿ âñå âîçìîæíîñòè èìåþùèõñÿ êîì
ïüþòåðîâ.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáëèöó 1, ãäå ÷åðåç E0 îáîçíà÷åíà
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êëàñòåðà, ε  ýíåðãèÿ â ðàñ÷åòå íà îäíó ñâÿçü, à E (0A1) è
E (1A1)  ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îêðóæåíèé 0A1 è 1A1, ñîîòâåòñòâåííî.
×åðåç m1 è m2 îáîçíà÷åíû ðàçìåðíîñòè áàçèñîâ ïîñëå ïåðâîãî è âòîðîãî
óñå÷åíèÿ, à áóêâîé T  ñïîñîá ïåðâè÷íîãî óñå÷åíèÿ (ñì. íèæå). Ïðåæäå ÷åì
ïåðåõîäèòü ê èõ îïèñàíèþ, ñäåëàåì íåáîëüøîå çàìå÷àíèå. Âïîëíå î÷åâèäíî,
÷òî áàçèñû ñîñòîÿíèé îêðóæåíèÿ 0A1 è 1A1 ìîæíî ðàçáèòü íà K ïîäêëàññîâ,
îáðàçîâàííûõ èç ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé îñòîâà |SIIΓII〉 è äîáàâëÿåìîé ÷àñòè
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|SIΓI〉. Â ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ 0A1 èìååì K = 30, à äëÿ 1A1  K = 76. ×èñëî
âåêòîðîâ â i-îì êëàññå dimKi âàðüèðóåòñÿ îò 1 äî 6084. Áûëè îïðîáîâàíû
ñëåäóþùèå ñïîñîáû óñå÷åíèÿ:
1. Èç êàæäîãî êëàññàKi îòáèðàëîñü k ≥ 1 âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ íàèìåíü
øåé ýíåðãèè, ñ òåì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû èõ ñóììà íå ïðåâûøàëà íåêîòîðîãî
íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëàm. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå k ÿâëÿëîñü ôèêñèðîâàí
íûì è íèêàê íå çàâèñåëî îò dimKi
2. Àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, íî çíà÷åíèå k òåïåðü âû÷èñëÿåòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî dimKi. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âûáèðà
åòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáùàÿ ðàçìåðíîñòü óñå÷åííîãî áàçèñà íå
ïðåâûøàëà m.
3. Îòáèðàëîñü m1 ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé îêðóæåíèÿ SA1, îòâå÷àþùèõ
íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè (áåç ó÷åòà ðàçáèåíèÿ íà êëàññû Ki)
4. Óñå÷åíèå ïî ñõåìå, îïðîáîâàííîé â ãëàâå 5: ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé
äîáàâëÿåìîé ÷àñòè (
”
òðîåê“) ïëþñ ñîñòîÿíèÿ îñòîâà, îòâå÷àþùèå íàè
ìåíüøåé ýíåðãèè. Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÷èñëî ðàç
ìåðíîñòè áàçèñîâ îñòîâà è äîáàâëÿåìîé ÷àñòè îäèíàêîâû, òàê ÷òî äëÿ
äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé m1 áàçèñ îñòîâà íàäî ñîêðàùàòü
âåñüìà ñóùåñòâåííî (íå áîëåå 10 âåêòîðîâ èç êàæäîãî êëàññà â ñëó÷àå
0A1 è 3÷ 4 äëÿ 1A1).
Ýôôåêòèâíîñòü ïåðâè÷íîãî óñå÷åíèÿ êîíòðîëèðîâàëàñü ïóòåì ñðàâíåíèÿ
íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îêðóæåíèÿ ñ
”
òî÷íûì“
çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì Ëàíöîøà. Òàê, äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòî
ÿíèÿ îêðóæåíèÿ 0A1 ïðè ìàêñèìóìå íîðìû íåâÿçêè 10
−4
èìååìE0 = −13.712
èëè â ñðåäíåì−0.38088 íà ñâÿçü. Êàê ìîæíî âèäåòü èç òàáëèöû 1, äëÿ âòîðîé
è òðåòüåé ñõåì óñå÷åíèÿ ýòî ÷èñëî âîñïðîèçâîäèòñÿ ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø
íîñòüþ ïîðÿäêà 10−4.
Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòî, òî÷íîñòü çíà÷åíèÿ ε îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî íèæå,
÷åì ìîæíî áûëî áû îæèäàòü äëÿ ñèñòåìû òàêîãî ðàçìåðà. Åñëè äëÿ ñèñòåìû√
17×√17 îòêëîíåíèå ε îò ðåçóëüòàòà QMC (−0.3347J) ñîñòàâëÿåò îêîëî 1%,
òî äëÿ ñèñòåìû 5×5 ýòîò ïîêàçàòåëü êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 4 äî 11%. Ýòî
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåóäà÷íî âûáðàííîé ñõåìû ïåðâè÷íîãî óñå÷åíèÿ, èñïîëü
çóþùåé äâà áàçèñà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèáëèæåííî.
Ñõåìà
”
ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé äîáàâëÿåìîé ÷àñòè ïëþñ óñå÷åííûé íàáîð
ñîñòîÿíèé îñòîâà“, ðåàëèçîâàííàÿ âî âòîðè÷íîì óñå÷åíèè, ðàáîòàåò õîðîøî
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è â ýòîì ñëó÷àå  èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ m2 çàòðàãèâàåò òîëüêî ÷åòâåðòûé çíàê
ε.
Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ äëÿ ñèñòåìû
5 × 5, îáúÿâëåííûå íàìè êàê íåòî÷íûå, òåì íå ìåíåå äåìîíñòðèðóþò âäâîå
ìåíüøåå îòêëîíåíèå îò ðåçóëüòàòà QMC, ÷åì çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå äâóìåð
íûì ìåòîäîì DMRG [11] íà êëàñòåðàõ ñðàâíèìîãî ðàçìåðà.
Â ñåäüìîé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàííûé è îïðîáîâàííûé ìåòîä òî÷íîé äèà
ãîíàëèçàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ê íîâîìó îáúåêòó èññëåäîâàíèÿ: èçîòðîïíîé ìîäå
ëè Ãåéçåíáåðãà ñïèíà S = 1 íà íà ðåøåòêå, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé
ãåêñîãîíàëüíîé, â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé (nn) è ñîñåäåé, ñëåäó
þùèõ çà áëèæàéøèìè (nnn). Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ
ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ îðãàíè÷åñêèõ ìàãíåòèêîâ ñåìåéñòâà F2PNNNO, ñèí
òåçèðîâàííûõ ÿïîíñêèìè èññëåäîâàòåëÿìè â êîíöå 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà
[6].
Ðèñ. 4. Êëàñòåð 6× 3 â ïðèáëèæåíèè nn
Ðåçóëüòàòû êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî ðàñ÷åòà äëÿ äàííîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ
îðèãèíàëüíûìè è, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íå âñòðå÷àþòñÿ â ðàáîòàõ äðóãèõ
àâòîðîâ, ïîýòîìó, äëÿ êîíòðîëÿ èõ òî÷íîñòè, áûëî ðåøåíî ïðîèçâåñòè ïà
ðàëëåëüíûé ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîãî àëãîðèòìà
DMRG [12]. Ñ ó÷åòîì èìåâøèõñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ
ìîùíîñòåé, ýòî îãðàíè÷èëî ðàçìåð ðàññìàòðèâàåìîãî êëàñòåðà çíà÷åíèÿìè
6×3 (ñì. ðèñ 4), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåëî ê èñïîëüçîâàíèþ óïðîùåííîãî
àëãîðèòìà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè.
Ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíèàíà êëàñòåðà ïðîèçâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Íà
ïåðâîì èç íèõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ôóíêöèè ïîëíîãî ñïèíà îòäåëüíîé öå
ïî÷êè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî îáðàçîâàòü òðèìåðû (1+3)+2 è (4+6)+5, à çàòåì
ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó óçëàìè 3 è 4. Ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ íàñ÷èòû
âàåò 141 âåêòîð. Äâóìåðíàÿ ðåøåòêà 6×3 îáðàçóåòñÿ èç òðåõ öåïî÷åê, êîòîðûå
îïÿòü ñêëàäûâàþòñÿ ïî ñõåìå (α + γ) + β, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ëèøíåé
ïðîöåäóðû äèàãîíàëèçàöèè. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ âñå ñîñòîÿíèÿ |iβSβMβ〉
è òîëüêî íåêîòîðûå (íèçêîëåæàùèå) ñîñòîÿíèÿ |iαSαiγSγ;SαγMαγ〉, ò.å. îïÿòü
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Ðèñ. 5. Ñõîäèìîñòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E(m) íà óñå÷åííîì áàçèñå m ê çíà÷åíèþ
E(DMRG).
èñïîëüçóåòñÿ óñå÷åíèå ïî ñõåìå
”
ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé äîáàâëÿåìîé ÷à
ñòè ïëþñ óñå÷åííûé íàáîð ñîñòîÿíèé îñòîâà“, ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîé áûëà
ïîäòâåðæäåíà â ãëàâàõ 5 è 6. Ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé |iαSαiγSγ;SαγMαγ〉
íàñ÷èòûâàåò 73789 âåêòîðîâ, 70357 èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Sαγ ≤ 6,
ò.å. ìîãóò äàòü âêëàä â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, èìåþùåå S = 0. Ïîëíûé
áàçèñ |iαSαiγSγ (Sαγ) iβSβ;SM〉 ñîäåðæèò 1780787 âåêòîðîâ.
Íàìè áûëè îïðîáîâàíû ïÿòü ðàçëè÷íûõ óñå÷åííûõ áàçèñîâ ñ m =
5, 1179, 1822, 3125, 5830. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ãðàôèê ñõîäèìîñòè óêàçàííûõ
íàáëþäàåìûõ ê çíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì DMRG (â îòíîñèòåëüíûõ
åäèíèöàõ). Êàê ìîæíî âèäåòü, äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè, ñðàâíèìîé ñ DMRG
òðåáóåòñÿ áðàòü áàçèñ òåì áîëüøåãî ðàçìåðà, ÷åì áîëüøå îòíîøåíèå îáìåí
íûõ èíòåãðàëîâ κ = J2/J1. Êðîìå òîãî, èç ãðàôèêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ.
5 ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé êà÷åñòâåííûé âûâîä: êàê ìåòîä DMRG, òàê è ïðåä
ëîæåííûé íàìè ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè äàþò ñîâïàäàþùèå ðåçóëüòà
òû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âçàèìíûì ïîäòâåðæäåíèåì èõ êîððåêòíîñòè. Äàëüíåéøèå
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü íà áàçèñå m = 5830. Ìû ïðîñëåäèëè çàâèñèìîñòü
îò κ ñïèí-ñïèíîâûõ êîððåëÿöèé âíóòðè öåïî÷êè ε1/J1 =
〈
~Sβ3
~Sβ4
〉
è ìåæäó
íèìè ε2/J2 =
〈
~Sβ3
~Sβ4
〉
è íàìàãíè÷åííîñòè Mc ≈
√〈
~Sβ1,
~Sγ6
〉
. Äëÿ ðàñ÷åòà
ε1 è ε2 áûëè âûáðàíû ïàðû, ìàêñèìàëüíî óäàëåííûå îò ãðàíèö êëàñòåðà. Ýòî
áûëî ñäåëàíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëó÷åííûå äëÿ íèõ ðåçóëüòàòû áóäóò
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Òàáëèöà 2. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè è íàìàãíè÷åííîñòè îò κ äëÿ m = 5830
κ 0.01 0.1 0.33 0.5 0.75 1.0
E0/J1 −22.218 −23.08 −23.94 −25.40 −26.98
ε1/J1 −1.504 −1.396 −1.351 −1.303 −1.269
ε2/J1 −0.316 −0.638 −0.717 −0.778 −0.808
M 0.20 0.59 0.74 0.75 0.746 0.723
Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü âêëàäà ìåæöåïî÷å÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 〈U〉 â ïîëíóþ ýíåðãèþ îñ
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðà E0 êàê ôóíêöèÿ κ
ëó÷øå ñîîòâåòñòâîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó. Çíà÷åíèÿ ε1, ε2 è Mc
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé κ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè κ > 1
3
çíà÷åíèå íàìàãíè÷åííîñòè Mc ïðàêòè÷åñêè íå
èçìåíÿåòñÿ, èç ÷åãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îáðàçîâàíèè óñòîé÷èâîãî äâó
ìåðíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â ðàéîíå òî÷êè κ2D ≈ 0.33. Ïðè κ < κ2D êëàñòåð
6 × 3 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ öåïî÷åê;
âûøå ýòîãî çíà÷åíèÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíîé. Äàííûé âûâîä ïîäòâåð
æäàåòñÿ è ãðàôèêîì 6, íà êîòîðîì çàâèñèìîñòü çàâèñèìîñòü âêëàäà ýíåðãèè
ìåæöåïî÷å÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ U â ïîëíóþ ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
êëàñòåðà E0 êàê ôóíêöèÿ κ. Ïðè κ ≥ κ2D çàâèñèìîñòü ïðàêòè÷åñêè ëèíåé
íàÿ, ò.å. ýíåðãèÿ èçìåíÿåòñÿ ïðîñòî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ èíòåãðàëà âçàèìîäåé
ñòâèÿ J2. Äî ýòîé òî÷êè íàáëþäàåòñÿ îòêëîíåíèå îò ëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ,
ñâÿçàííîå ñ ïîñòåïåííûì îáðàçîâàíèåì óñòîé÷èâîé äâóìåðíîé ñòðóêòóðû.
Â ñëó÷àå ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäÿìè, ñëåäóþùèìè çà áëèæàéøè
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ìè, ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ôðóñòðèðîâàííîé. Ðàñ÷åòû êèðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ〈[
~Sβ3 × ~Sβ4
] [
~Sγ3 × ~Sγ4
]〉
è
〈
~Sγ4
[
~Sβ3 × ~Sγ4
]〉
äëÿ κ = 0.5 (â ýòîé îáëàñòè
ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò óñòîé÷èâîå äâóìåðíîå óïîðÿäî÷åíèå, à ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè õîðîøî ñîâïàäàþò ñ äàííûìè
DMRG, ÷òî ïîâûøàåò äîñòîâåðíîñòü ðàñ÷åòîâ) è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé J ′′/J1
(J ′′ > 0  èíòåãðàë îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäÿìè, ñëåäóþùèìè çà
áëèæàéøèìè) îáíàðóæèâàþò ôàêòè÷åñêîå îòñòóòñòâèå ïîñëåäíåãî â îñíîâ
íîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ J ′′/J1 óïîðÿäî÷åíèå âíóòðè öåïî
÷åê ñíà÷àëà óìåíüøàåòñÿ, à çàòåì  âîçðàñòàåò è ïðè J ′′/J1 > 0.35 ñòàíîâèòñÿ
äàæå áîëåå ñèëüíûì, ÷åì â íåôðóñòðèðîâàííîì ñëó÷àå. Êîëëèíåàðíîñòü æå
ñïèíîâîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ìåæäó öåïî÷êàìè íå ñîõðàíÿåòñÿ.
Â Çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå:
1. Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà, ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïî
ëó÷åííûõ ñ åãî ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ìåòîäà QMC äëÿ
õîðîøî èññëåäîâàííîé ñèñòåìû  ãàéçåíáåðãîâñêîãî àíòèôåððîìàãíå
òèêà ñïèíà s = 1
2
íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå (â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ
ñîñåäåé). Áûëè âû÷èñëåíû ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (â òîì ÷èñëå, â
ðàñ÷åòå íà îäíó ñâÿçü), íàìàãíè÷åííîñòü, ñïèí-ñïèíîâûå êîððåëÿöèîí
íûå ôóíêöèè è âåêòîðíàÿ êèðàëüíîñòü äëÿ êëàñòåðîâ ðàçìåðîâ 3 × 3,√
13×√13, √17×√17 è 5× 5. Ïóòåì ïðÿìîãî ðàñ÷åòà áûëî ïîêàçàíî,
÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîìó íåïðèâîäèìîìó
ïðåäñòàâëåíèþ òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè ðåøåòêè.
2. Ïðåäëîæåí ñïîñîá èòåðàòèâíîãî óâåëè÷åíèÿ ñèñòåìû äî íåîáõîäèìûõ
ðàçìåðîâ  ñ ìàêñèìàëüíûì ñîõðàíåíèåì ñèììåòðèè è ÷èñëà ñîñåäåé, òà
êîãî æå êàê â áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå (ò.å. ïî êîîðäèíàöèîííûì ñôåðàì).
Èçó÷åíî âëèÿíèå áèïàðòèòíîñòè îêðóæåíèÿ íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ íà
áëþäàåìûõ è ñäåëàí âûâîä î åå ðåøàþùåì âëèÿíèè íà ýòè âåëè÷èíû, ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì óçëîâ è ãåîìåòðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèåé êëàñòåðà.
3. Ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà óñå÷åíèÿ áàçèñà, ïîçâîëÿþùàÿ èçáåæàòü ýêñ
ïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ðàçìåðíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïðè ðàñ
ñìîòðåíèè áîëüøèõ ñèñòåì. Áûëî îïðîáîâàíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
ñõåì óñå÷åíèÿ áàçèñà è ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæåí óäî
âëåòâîðÿòü ýôôåêòèâíûé ñïîñîá óñå÷åíèÿ: íåîáõîäèìî óñåêàòü òîëüêî
áàçèñ
”
îñòîâà“ îêðóæåíèÿ, à äîáàâëÿåìóþ ÷àñòü ó÷èòûâàòü òî÷íî; êðî
ìå òîãî, äîáàâëÿåìàÿ ÷àñòü äîëæíà èìåòü êàê ìîæíî ìåíüøå ñîñòîÿíèé
(ò.å., â èäåàëüíîì ñëó÷àå, ñîñòîÿòü èç åäèíñòâåííîãî óçëà).
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Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü íàáëþäàåìûõ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíî
ñòè óñå÷åííîãî áàçèñà è ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî äîñòàòî÷íî íàäåæíûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà áàçèñàõ âïîëíå ïðèåìëåìûõ ðàç
ìåðíîñòåé, äîñòóïíûõ ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå.
4. Ðàçðàáîòàí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íàáëþäàåìûõ, ïîçâîëÿþùèé àïïðîêñè
ìèðîâàòü ðåçóëüòàòû â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå âû÷èñëåíèÿìè íà
êîíå÷íîì êëàñòåðå, íå èñïîëüçóÿ ñêåéëèíã-àíàëèç.
5. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè áûë ïðèìåíåí ê èçó÷å
íèþ ñâîéñòâ ãåêñàãîíàëüíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû S = 1 â ïðèáëèæåíèè
nn è nnn. Ñ åãî ïîìîùüþ áûëà ïîëó÷åíà èíôîðìàöèÿ î ñóùåñòâîâàíèè â
nn-ïðèáëèæåíèè òî÷êè ïåðåõîäà îò ïðåèìóùåñòâåííî îäíîìåðíîãî óïî
ðÿäî÷åíèÿ ê äâóìåðíîìó, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì J1/J2 ≈ 0.333,
ãäå J1  èíòåãðàë âíóòðèöåïî÷å÷íîãî, à J2  èíòåãðàë ìåæöåïî÷å÷íî
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ñèñòåìû â nnn-ïðèáëèæåíèè äîêàçàíî îòñóò
ñòâèå ñêàëÿðíîãî êèðàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ è ïðÿìûì ðàñ÷åòîì ïîêà
çàíî, ÷òî êîëëèíåàðíîñòü ñïèíîâîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ìåæäó öåïî÷êàìè ñ
ó÷åòîì ôðóñòðàöèè íå ñîõðàíÿåòñÿ.
6. Ñôîðìóëèðîâàí è ðåàëèçîâàí äâóìåðíûé àëãîðèòì DMRG äëÿ ãåêñà
ãîíàëüíîé ðåøåòêè ñïèíà S = 1. Ñ åãî ïîìîùüþ áûëè ïîëó÷åíû ðå
çóëüòàòû äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå âû÷èñëåíû äèìåð
äèìåðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, ïðîÿñíÿþùèå êàðòèíó
”
ëîêàëüíîé
ñòðóêòóðû“ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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